
力学 & 理论力学

Siyan Dong

第1章 质点力学

1.1 运动的描述

1.1.1 空间直角坐标系

• 位置关系 r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗

• 速度关系：v⃗ = ẋ⃗i+ ẏj⃗ + żk⃗

• 加速度关系: a⃗ = ẍ⃗i+ ÿj⃗ + z̈k⃗

1.1.2 极坐标系

• 位置关系：r⃗ = r−→er r = r(t) θ = θ(t)

• 速度关系：v⃗ = ṙ−→er + rθ̇−→eθ

• 加速度关系：a⃗ = (r̈ − rθ2)−→er + (rθ̈ + 2ṙθ̇)−→eθ
其中第二项也可以写作： 1

r
= d

dt
(r2θ̇) , 在推导行星运动时和掠面速度有关

1.1.3 自然坐标系

常用于轨道给定情况下，规定从参考点 O 点起，指向运动方向一侧 s > 0, 反之亦然。规定如下：
轨迹切向 : −→eτ = d−→r

ds

轨迹主法向：−→en = d−→eτ
ds

/
∣∣∣d−→eτds

∣∣∣ 指向轨道凹侧
轨迹次法向 : −→eν = −→eτ ×−→en
其曲率半径为：R = 1/

∣∣de⃗τ
ds

∣∣
速度：v⃗ = dr⃗

dt
= dr⃗

ds
ds
dt

= ds
dt
−→eτ

加速度 : a⃗ = dv⃗
dt

= d2s
dt2

−→eτ + ds
dt

d−→eτ
dt

= d2s
dt2

−→eτ +
(
ds
dt

)2 d−→eτ
ds

我们最后可以得到：a⃗ = aτ
−→eτ + an

−→en 其中 aτ = s̈ 成为切向加速度，an = v2

R
成为法向加速度

1.1.4 柱坐标系—类似极坐标 +z 轴

1.1.5 球坐标系

• 位置关系:r⃗ = r−→er

• 速度关系:v⃗ = ṙ−→er + rθ̇−→eθ + rϕ̇ sin θ−→eϕ

• 加速度关系:⃗a = (r̈−rθ̇2−rϕ̇2 sin2 θ)−→er+(rθ̈+2ṙθ̇−rϕ̇2 sin θ cos θ)−→eθ+(rϕ̈+2ṙϕ̇ sin θ+2rθ̇ϕ̇ cos θ)−→eϕ
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1.2 坐标系转换

1.2.1 平动坐标系转换

绝对 = 相对 + 牵连；其非惯性系中受力引入非惯性力 F = −ma

1.2.2 转动参考系之间的转变

先考虑一个较为特殊的情况：参考系绕一轴线以角速度 � 转动，其转轴过 O 点，质点固定于转动参考系，

其在绝对参考系下可以看到其牵连速度：−→vr = ω × r 可以将其结果推广为：A 的牵连变化率 = ω ×A

v⃗ =
−→
v′ +−→v0 +w × r

加速度：

a⃗ =
−→
a′ +−→a0 + ω̇ × r + ω × (ω × r) + 2ω × v′

F ′ = −ma0 −mω × (ω × r)−mω̇ × r − 2mω × v′

1.3 质点运动定理

1.3.1 牛顿三大定律

第一定律：任何一个物体在不受外力或受平衡力的作用（合外力为零）时，总是保持静止状态或匀速直

线运动状态，直到有作用在它上面的外力迫使它改变这种状态为止

第二定律：物体的加速度跟物体所受的合外力成正比，跟物体的质量成反比，加速度的方向跟合外力的

方向相同

第三定律：两个物体之间的作用力和反作用力，总是同时在同一条直线上，大小相等，方向相反

1.3.2 相对性原理

力学相对性原理（伽利略相对性原理）仅指经典力学定律在任何惯性参考系（惯性系）中数学形式不变，

换言之，所有惯性系都是等价（平权）的。

1.4 功与能

1.4.1 功与功率

功: W = F⃗ ·∆r⃗

功率: P =
dW

dt
= F⃗ · v⃗

1.4.2 能

理论力学中，研究的能量仅限于机械能，分为动能和势能

1.4.3 保守力、非耗散力、耗散力与势能

保守力：力所做的功与路径无关

F = −∇V = −(
∂V

∂x
i+

∂V

∂y
j +

∂V

∂z
k)
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非保守力：所做的功和中间路径有关，或沿着任意闭合路径运行一周所做功不为 0。摩檫力做功与路径有
关，但总是负功消耗能量，所以又叫耗散力。

1.5 质点动力学的基本定理和基本守恒定律

1.5.1 动量定理和动量守恒

动量定理：F = d
dt
(mv) = dp

dt
, 外力矩为 0 时，p = mc = C;

1.5.2 角动量

力矩:

J = r × F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x y z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣
= (yFz − zFy) i+ (zFx − xFz) j + (xFy − yFx)k

其中括号项为力矩M 在三坐标轴的分量

角动量:

J = r × P =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x y z

Px Py Pz

∣∣∣∣∣∣∣
= m(yż − zẏ)i+m(zẋ− xż)j +m(xẏ − yẋ)k

角动量定理：dJ
dt

=M

注：当角动量为常矢量时，角动量的方向不发生改变，与其垂直的位矢也不会发生改变 (即在一个平面上
运动，有心力的性质)

1.5.3 动能定理和能量守恒

W = ∆Ek ; Ek + Ep = E

1.5.4 势能曲线

1
2
mẋ2 + V (x) = E 以小振子势能曲线为例：可以通过从势能大小与总能量大小做比较进行分析，运动情

况的可能性; 通常考察一阶导（平衡位置）、二阶导（平衡类型）

1.6 有心力

1.6.1 有心力的基本讨论和比奈公式

有心力角动量守恒: mr2θ̇ = mh

有两个方程可以作为基本方程:
m
(
r̈ − rθ̇2

)
= F (r)

rθ̇2 = h

并且 ∇× F = 0 ，说明其保守力

有势能 F = −∇V �
∫ r2

r1
F (r)dr = − (V2 − V1) ，设势能为 V (r) ，则有:

1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+ V (r) = E
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已知 r2θ̇ = h ，�u = 1
r
替换，有 θ̇ = hu2，通过计算可以得到:

ṙ = −hdu
dθ

r̈ = −h2u2 d
2u

dθ2

可以得到比奈公式:
h2u2

(
d2u

dθ2
+ u

)
= −F

m

1.6.2 平方反比力

设平方反比力: F = −mku2

代入比奈公式得: d2u

dθ2
+ u =

k2

h2
, 令u = ξ +

k2

h2
, 可以得到d2ξ

dθ2
+ ξ = 0, 最后有

ξ = A cos(θ − θ0)

那么有解:u = ξ +
k2

h2
= A cos(θ − θ0) +

k2

h2
或r =

1

r
=

h2

k2

1 + Ah2

k2 [cos(θ − θ0)]

与标准圆锥曲线方程r =
p

1 + e cos θ (注：p 是圆锥曲线正焦弦长度的一半) 比较可知:

p =
h2

k2
e = Ap =

Ah2

k2

当 e < 1 时，椭圆；e = 1 时抛物线；e > 1 时，双曲线；引入引力势能：V (r) = −km2

r

1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− km2

r
= E

我们可以得到：做变换：ṙ = dr
dθ

dθ
dt

= h
r2

dr
dθ
得到：

1

2
m[
h2

r4
(
dr

dθ
)2 +

h2

r2
− 2k2

r
] = E

dθ =
hdr

r
√

2E
m
r2 + 2k2r − h2

我们可以得到离心率 e :

那么我们就可以通过 E 来判断轨道类型：E < 0, 椭圆；E = 0 , 抛物线；E > 0 , 双曲线；

1.6.3 开普勒定律与宇宙速度

(一) 开普勒定律

• 第一定律：所有行星绕恒星运动的轨道都是椭圆，且恒星处在椭圆的某个焦点上；

• 第二定律：对任意一个行星来说，它与太阳的连线在相等的时间内扫过的面积相等；Ȧ = r2θ̇

• 第三定律：所有行星的轨道的半长轴的三次方和它的公转周期的二次方的比值都相等；

T 2

a3
=

4π2p

h2

(二) 宇宙速度: 第一宇宙速度：7.9km/s 第二宇宙速度 : 11.2km/s 第三宇宙速度 : 16.7km/s
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第2章 质点系力学

2.1 质点系

• 内力外力、相互作用力的概念要清楚；推导略

• 质心：−→rc = Σimi
−→ri

Σimi
（连续的积分就行）

• 质心参考系：简化，相对质心总动量 0

2.2 动量定理和动量守恒定律

2.2.1 动量定理

∫ t

t0

∑
F⃗i dt = P⃗ − P⃗0 = ∆P⃗ (2.1)

微分表达式：

Σ
−→
Fidt =

dP⃗

dt
(2.2)

2.2.2 质心运动定理

∑
F⃗i = ma⃗C (2.3)

质心运动定理：作用于质点系上的合外力等于质点系的总质量与质心加速度的乘积；

质心性质：

• 系统合外力为 0，质心的速度为一个恒矢量。内力不改变质点系的总动量，也不能改变质心的运动
状态

• 系统在合外力作用下，质心的加速度等于等于外力的矢量和除以系统的总质量

2.2.3 动量守恒定律

当系统的合外力为 0 时，系统的总动量保持不变

• 总动量守恒不是各个质点的动量守恒，而是系统动量守恒

• 外力远小于内力时，也可以应用

• 质心做匀速运动时，质心系为惯性系

2.3 角动量定理和角动量守恒

M⃗ =
dJ⃗

dt
(2.4)

质点系对于任一作用点的角动量对时间的微商等于外力对同一点的力矩的矢量和；

当 M⃗ = 0, 则 J⃗ = c⃗ 意义：质点系不受外力作用时或虽受外力作用，但这些对某定点的力矩的矢量和为

0, 则对此定点而言，质点系动量矩为一恒矢量。
也可以使用分量表达式：
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当
−→
Mx 对于 0 时，则 Jx =

∑n

i=1mi (yiżi − ziẏi) = c

角动量守恒定律是普适的

2.3.1 质心参考系下

dJ⃗
dt =

dJ⃗C

dt +
dJ⃗ ′

dt (2.5)

2.4 动能定理和机械能守恒

2.4.1 质点系的动能定理

W外 +W内 = T − T0 (2.6)

注意：质点系内力做功之后不一定为 0

2.4.2 机械能守恒

W外 +W保内 +W非保内 = T − T0

W保内 = −(V − V0)

W外 +W非保内 = (T + V )− (T0 + V0)

W外 +W非保, 内 = E − E0

(2.7)

注意：机械能守恒仅适用于惯性系，不适合非惯性系，因为惯性力可能做功；

在某个惯性系中机械能守恒，但是在另外一个惯性系中机械能不一定守恒。因为外力的功和参考系的选

择有关；

2.4.3 柯尼希定理

Ek =
1

2
m ˙⃗r2C +

1

2

n∑
i=1

mi
˙⃗r′2i (2.8)

也可以用文字语言表述：

质点系动能 = 质心的动能十相对质心的动能

由此讨论问题都会比较方便，分开讨论，利用质心系的性质进行简化；

2.5 其他

• 质心系下讨论两体问题：引入折合质量： 1

µ
=

1

M
+

1

m

• 中心势场问题有效势能降低自由度 + 画图分析等

• 散射角 tan θr = V ′
1 sin θC

V ′
1 cos θC+V

= sin θC
cos θC+

m1
m2

• 变质量物体运动问题： d
dt
(mv⃗)− dm

dt
u⃗ = F⃗ 火箭反冲原理

• 位力定理：T̄ = − 1
2

∑n

i=1 F⃗i · r⃗i

6
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第3章 刚体力学

3.1 物理量的类比

r⃗ → θ F⃗ =
dp⃗
dt → M⃗ =

dJ⃗
dt

v⃗ → ω⃗ F⃗ = ma⃗→ M⃗ = Iβ⃗

a⃗→ β⃗ Ek =
1

2
mv2 → Ek =

1

2
Iω2

m→ I dW = F⃗ · dr⃗ → dW =M dθ

F⃗ → M⃗ P⃗ = mv⃗ → J⃗ = Iω⃗

p⃗→ J⃗

3.2 刚体运动分析

1）描述刚体运动的独立变量一般需要 6 个独立变量确定刚体位置的三种方法：

• 不共线的三个点

• 任一点与过该点的一轴线加绕转轴的转角

• 任一点和三个独立的角度（欧拉角）

2）刚体运动的分类

• 平动：仅需要一个质点的运动，3 个自由度

• 转动：定轴转动，转角 θ 一个自由度

• 平面平行运动：平面内平动 2 个自由度，刚体本身平面内转动需要转角 θ，1 个自由度

• 定点转动：一点固定不动，刚体绕过该点的某一瞬时轴转动

• 一般运动: 质心平动 + 绕质心的定点转动

3.3 解刚体问题

刚体定轴运动的特殊广义坐标欧拉角：自转角 ψ, 进动角 φ, 章动角 θ。

需要明白，角位移的顺序不可交换的性质，但在连续的小角极限下适用于矢量的运算形式。

刚体运动角动量的确定，一般由惯量张量矩阵中的九个变量计算而得：Lx

Ly

Lz

 =

 I11 −I12 −I13
−I21 I22 −I23
−I31 −I32 I33


ωx

ωy

ωz

 (3.1)

I =

∫
d3xρ (x)

 y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 . (3.2)

另外：惯量主轴就是对称性集中体现的轴；

一般用到常见的刚体对应的转动惯量
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惯量主轴（对角化后）： I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

 (3.3)

以及平行轴定理：

I
(P )
ij = I

(C)
ij +M

(
r2δij − rirj

)
. (3.4)

任一时刻，薄片上有一点速度为零，叫做转动瞬心 ( C ) 几何法—找两个点的速度作垂线的交点就是 C
用惯量张量写动能：

T =
1

2
(ωxωyωz)

 Ixx −Ixy −Ixz
−Iyx Iyy −Iyz
−Izx −Izy Izz


ωx

ωy

ωz

 (3.5)

3.4 章动角 *

一般用于坐标变换需要：

R (ϕ, θ, ψ) =

 cosϕ cosψ − cos θ sinϕ sinψ cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sinψ sin θ sinψ
− cos θ cosψ sinϕ− cosϕ sinψ cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ cosψ sin θ

sin θ sinϕ − cosϕ sin θ cos θ

 (3.6)
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第4章 分析力学

4.1 基本概念

4.1.1 约束与自由度

物理系统须满足的关于广义坐标和广义速度的关系式称为该物理系统的约束（constraint）；自由度（degree
of freedom）为独立广义坐标的变分的个数。独立广义坐标的变分的数目决定了物理系统在位形空间中有
几个维度是可以独立变化的。

分类：完整与非完整、单侧与双侧、定常与非定常。

4.2 度规

二次型的系数构成的对称矩阵 gab 被称作度规（metric）, 主要通过线元来求：

ds2 =
(

dq1 · · · dqs
)

g11 · · · g1s
... . . . ...
gs1 · · · gss




dq1
...

dqs

 (4.1)

4.3 虚功原理

4.3.1 虚位移

虚位移定义 (以下讨论仅考虑完整约束)：
1. 定常约束下，一切符合约束条件下的无限小的可能的位移
2. 非定常约束下，我们假定时间在某一时刻冻结，满足该瞬间的约束条件的无限小可能的位移
我们都将其虚位移记作 δṙ

设有 n 个质点的系统，存在 m 个完整约束，其满足约束方程：

fj(r1, r2, . . . , rn; t) = 0 (j = 1, 2, . . . ,m) (4.2)

那么对应下一个无限小时刻的 ri+ δri 也满足上述关系：fj(r1+ δr1, r2+ δr2, . . . , rn+ δrn; t) = 0 (j =

1, 2, . . . ,m) 我们假定时间冻结，对上述式子做 δri 的多元泰勒展开，且保留第一项：

Σn
i=1∇fj · δri = 0 (j = 1, 2, . . . ,m) (4.3)

而真实位移 dri , 在非定常约束下

fj(r1 + dr1, r2 + dr2, . . . , rn + drn) = 0 (4.4)

同理可得：

Σn
i=1∇ifj · dri +

∂fj
∂t

dt = 0 (j = 1, 2, . . . ,m) (4.5)

4.3.2 理想约束和虚功原理

显然，我们可以定义力和虚位移的点乘为虚功我们首先讨论约束力，记约束力为 Ni , 其虚位移为 δri ,
那么约束力的虚功可以表示为 δW = Σn

i=1N i · δri 我们定义，当系统内含有多种类约束，其虚功为 0，即

δW = Σn
i=1N i · δri = 0 (4.6)
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这样的约束为理想约束;又平衡态满足 Fi+Ni = 0（主动力与约束力关系）那么对所有质点进行累加，即

δW = Σn
i=1F i · δri +Σn

i=1N i · δri = 0 (4.7)

又因为理想约束，那么 Σn
i=1N i · δri = 0, 所以我们就能得到虚功原理：

δW = Σn
i=1F i · δri = 0 (4.8)

4.3.3 广义坐标下的虚功原理

广义坐标中，质点的虚位移也表示为

δri = Σn
α=1

∂ri

∂qα
δqα (4.9)

将其代入虚功原理，就可以得到广义坐标系下的虚功原理

δW = Σn
i=1F i · (Σs

α=1

∂ri
∂qα

δqα)

= Σs
α=1(Σ

n
i=1F i ·

∂ri
∂qα

)δqα) = 0

(4.10)

把各个广义虚位移 δqα 的系数记作 Qα( 广义力) 得虚功原理：

Qα = Σn
i=1F i ·

∂ri
∂qα

(4.11)

在解题中，先列出主动力和直角坐标系下虚位移的乘积，然后用广义坐标改写虚位移，使得广义坐标的

虚位移对应的广义力为 0

4.3.4 主动力为保守力的系统平衡方程

Qα = − ∂V

∂qα
(α = 1, 2, . . . , s) (4.12)

注意：我们在使用广义坐标的时候，V 通常是不能再被视为各部分势能之和。所以上式也可以进行如下
推导得到：

Qα = Σn
i=1F i ·

∂ri
∂qα

= −Σn
i=1∇iV · ∂ri

∂qα
= − ∂V

∂qα
(4.13)

平衡方程：
∂V

∂qα
= 0 (4.14)

4.3.5 约束力的求解————拉格朗日乘子法

首先给出新的拉式量与作用量：

S̃ [q, λ] ≡
∫

dtL̃ =

∫
dt [L (t, q, q̇) + λ (t)ϕ (t, q)] (4.15)

10
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再进行变分（联立可以求出 λ）

d
dt
∂L̃

∂q̇a
− ∂L̃

∂qa
=

d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
− λ

∂ϕ

∂qa
= 0, a = 1, 2...s,

d
dt
∂L̃

∂λ̇
− ∂L̃

∂λ
= −ϕ = 0.

(4.16)

对于约束 f({qα}) = 0, 给出约束力：

Qα = λ∂αf,

4.4 达朗贝尔原理

n∑
i=1

(
F⃗i −mi

¨⃗ri

)
· δr⃗i = 0 (4.17)

若考虑存在非理想约束，该原理也适用，它可以叙述为：主动力和非理想约束力以及惯性力的虚功之和

为零；该原理也是分析力学的普遍原理

4.5 基本拉格朗日方程以及导出

4.5.1 拉格朗日关系

• ∂ṙi
∂q̇α

= ∂
∂q̇α

(
∂r⃗i
∂t

+
∑s

β=1
∂ṙi
∂qβ

q̇β

)
=
∑s

β=1
∂∂i

∂qβ

∂q̇β
∂q̇α

=
∑s

β=1
∂r⃗i
∂qβ

δβα = ∂r⃗i
∂qα

• 位矢对广义坐标和时间的偏导数可以对易（ d
dx
and ∂

∂α
）

4.5.2 拉格朗日方程

从达朗贝尔原理可以推出：
d
dt
∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
= Qα (α = 1, 2, · · · , s) (4.18)

广义动量、广义速度、广义力；

于是上式可以表述为广义动量的时间变化率对于广义主动力与拉格朗日力之和

在保守系中，引入 L = T − V，有：

d
dt
∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
= 0 (α = 1, 2, · · · , s) (4.19)

推导可以由变分法（最小作用量原理）+ 分部积分得到（我们考虑等时变分）

δS ≃−
∫ t2

t1

dt
[

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa

]
δqa = 0 (4.20)

4.6 两体问题

4.6.1 两体系统

重要：质心系、约化质量 mr ≡ m1m2

m1+m2

相对运动的拉氏量：

Lr =
1

2
m2

r ṙ
2 − V (r) (4.21)

11
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4.6.2 中心势场

平面极坐标下：

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− V (r) (4.22)

这时 ϕ 是循环坐标，共轭动量是运动常数 (减少了一个自由度):

pϕ ≡ mr2ϕ̇ = J = const (4.23)

进一步得到：

E =
1

2
mṙ2 +

J2

2mr2
+ V (r) (4.24)

有效势能：

Veff (r) = V (r) +
J2

2mr2
(4.25)

积分得到：

t = ±
∫

dr√
2
m
(E − V (r))− J2

m2r2

(4.26)

消去时间 t
mr2

J
dϕ = ± dr√

2
m
(E − V (r))− J2

m2r2

. (4.27)

对上式积分，即可得到轨道方程 r = r(ϕ)

4.6.3 开普勒问题

与到中心的距离成反比的中心势场：V (r) = −α
r

图 1: (a) 开普勒问题中径向运动的有效势能。(b) 给定 p、不同偏心率 e 对应的轨道

求解：

ϕ (r) =

∫
J

mr2
dr√

2
m

(
E + α

r

)
− J2

m2r2

. (4.28)

引入：

p :=
J2

mα
, e :=

√
1 +

2EJ2

mα2
(4.29)

得到解为：

r (ϕ) =
p

1 + e cosϕ (4.30)

12
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4.7 小振动

4.7.1 平衡位置附近做微扰展开到二阶

V = V0 +

s∑
α=1

(
∂V

∂qα

)∣∣∣∣
0

qα +
1

2

s∑
α=1

β=1

(
∂2V

∂qα∂qβ

)∣∣∣∣
0

qαqβ +O
(
q2
)

(4.31)

因为在平衡状态时，满足
∑s

α=1(
∂V
∂qα

)|0qα = 0, 即势能曲线的平衡位置偏导为零，并二阶以上的小项，并
令 V0 = 0 , 那么有：

V =
1

2

s∑
α,β=1

cαβqαqβ

在稳定约束时，动能也满足：T = 1
2

∑s

α,β=1 aαβ q̇αq̇β

这里处理问题（特别是势能项）, 会经常用到一些近似处理：cosθ 1− ( θ
2

2
); sinθ θ; (1 + x)α 1 + αx...

4.7.2 问题求解

系统的二次作用量可以写为：

S2 [q] =

∫
dt
(
1

2
Gq̇2 − 1

2
Wq2

)
(4.32)

矩阵形式：

L2 =
1

2
q̇TGq̇ − 1

2
qTWq (4.33)

G 和 W 是常对称矩阵，且我们假设都是非退化且正定的。运动方程表示为：

Gq̈ +Wq = 0 (4.34)

通过猜测试解 (通解形式)
q (t) = Ae−iωt +A∗e+iωt = Ae−iωt + c.c. (4.35)

推出条件： (
W − ω2G

)
A = 0 (4.36)

下面就是考察线性代数的知识啦, 总结如下：

• 写出系统二次拉格朗日量中的 G 和 W 矩阵；

• 根据特征方程 (det(W − w2G = 0)), 求特征频率 ωα;

• 对每一个特征频率，根据 (4.26) 求对应的特征矢量 Aα, 从而得到所有的简正模式；

• 根据 (4.25) 对所有的简正模式求和，得到通解；

• 根据初始条件，确定待定系数。

13
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第5章 哈密顿力学

5.1 哈密顿正则方程

前文所提，任意拉格朗日函数加上一个时间的全导数后，仍可满足原来的拉氏方程。广义坐标与广义动

量 (pα = ∂L/∂q̇) 则出现了无限种对应方式。
现在，将拉格朗日函数替换掉，放弃 L = T − V 的规范条件，在保持广义动量与广义坐标的独立下，以

正则共轭坐标描述系统。

进行全微分操作后，得到全新的哈密顿量：

H
(
p, q, t

)
=
∑

pαq̇α − L (5.1)

进而得到哈密顿正则方程：

q̇a =
∂H

∂pa
, ṗa = −∂H

∂qa
(5.2)

另有：
dH
dt =

∂H

∂t
= −∂L

∂t
(5.3)

5.2 解题小结

• 计算共轭动量 pa = ∂L
∂q̇a

≡ pa (t, q, q̇) ;

• 从共轭动量的表达式 pa = pa (t, q, q̇) 中反解出广义速度，作为广义坐标和广义动量的函数 q̇a =

q̇a (t, q,p)

• 将 q̇a = q̇a (t, q,p) 带入哈密顿量的定义 H = paq̇
a − L (t, q, q̇), 将所有的广义速度换成广义坐标和

广义动量的函数，得到哈密顿量 H = H (t, q,p) ;

• 对哈密顿量求导，得到哈密顿正则方程 (5.2)。

需要特别强调的是，只有将所有的广义速度换成广义坐标和广义动量的函数后，才能将 H = H (t, q,p)

称为哈密顿量。

5.3 Possion bracket

5.3.1 引入—相空间的辛结构

单自由度的哈密顿正则方程可以改写为：(
q̇

ṗ

)
=

(
∂H
∂p

−∂H
∂q

)
=

(
0 1

−1 0

)(
∂H
∂q
∂H
∂p

)
(5.4)

对 s 个自由度，有 s 个广义坐标和 s 个广义速度；我们统一用 2s 个新坐标代替：并引入：

ωαβ :=

(
0s×s 1s×s

−1s×s 0s×s

)
(5.5)

ξ̇α = ωαβ ∂H

∂ξβ
, α = 1, · · · , 2s. (5.6)
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5.3.2 泊松括号定义

用辛矩阵定义的“辛内积”为：

[f, g] := ωαβ ∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ
(5.7)

即被称为力学量 f和 g的泊松括号（由于辛结构具有反对称的性质）泊松括号的几何意义也非常直观，即
力学量的梯度 ∇f 和 ∇g（两个矢量）所构成的平行四边形的面积
更为常用的是：

[f, g] =
∂f

∂qa
∂g

∂pa
− ∂f

∂pa

∂g

∂qa
(5.8)

利用泊松括号的双线性、反对称、求导等性质进行计算；

基本泊松括号： [
qa, qb

]
= 0, [pa, pb] = 0, [qa, pb] = δab , a, b = 1, · · · , s (5.9)

5.3.3 力学量的演化

ḟ =
∂f

∂t
+ [f,H ] (5.10)

当时间全导数为 0 时，称为运动常数；
泊松定理如果 f 和 g 是系统的两个运动常数，则两者的泊松括号 [f, g] 也是系统的运动常数：

df
dt = 0,

dg
dt = 0, ⇒ d [f, g]

dt = 0 (5.11)

但是不一定遍历系统的运动常数，且得到的可能不独立；

5.4 正则变换

正则变换是相空间的流动—保辛

5.4.1 生成函数

dF = padqa − PadQa + [K (t,Q,P )−H (t, q,p)] dt (5.12)

固定时间：

paδq
a − PaδQ

a = δF. (5.13)

容易得到：
∂F (t, q,Q)

∂qa
= pa,

∂F (t, q,Q)

∂Qa
= −Pa, a = 1, · · · , s, (5.14)

∂F (t, q,Q)

∂t
= K (t,Q,P )−H (t, q,p) . (5.15)

另外还有其他几种类型生成函数，F1- 4 ；上面是 F1；F2(t, q, P ) 作用量；其他略；

验证正则变换：

• 数学处理变形到（5.13）的全微分形式

• 常用:[Q,P ] == ∂Q
∂qa

∂P
∂pa

− ∂Q
∂pa

∂P
∂qa

= 1
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第6章 哈密顿-雅各比方程

6.1 知识框架

取特殊的哈密顿量：0, 可得到 P,Q 分别为常数。主要思路即是用第二类母函数的性质，向 P,Q 的常数

靠近，

H∗ = H + ∂F/∂t = 0 (6.1)

根据正则变化关系，P ,p 均可代换，而将母函数也代换为哈密顿主函数 : Const+ F (q, P, t) = S(q, t), 得
到哈密顿-雅各比方程：

H(
∂S

∂qα
, qα, t) +

∂S

∂t
= 0 (6.2)

当能量守恒时，有可将主函数根据两个坐标与时间而分离 : S = −Et+W (q) +Const, 称 W 为哈密顿特

征函数。用 ∂W/∂q = p, 换入哈-雅方程，即得特征函数的完整解。

6.2 解题步骤

含时间的特征函数 W (q, t) 中有一组积分常数：

ηα{E, η2, ...ηs}

哈密顿量为 0 时 P ,Q 也为任意常数，利用 ∂F/∂Pα =

Pα = ηα{E, η2, ...ηs}; Qα = ξα{ξ1, ... ξs}

得到雅-哈可解出的两种方程：
(1) 下述 s-1 个方程联立后，解得轨道方程：

∂F

∂Pα

=
∂W

∂Pα

=
∂W

∂ηα
= ξα , (α ̸= 1)

(2) 下述方程带入轨道方程后，得到运动方程：

∂F

∂Pα

=
∂F

∂E
= −t+ ∂W

∂E
= ξα = t0, (α = 1)

P.S. 主要参考知乎大佬笔记 + 高显老师的经典力学

诸多疏漏敬请谅解，仅供参考，详略或失当；笔者邮箱 2540181946@qq.com 欢迎指正。
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